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1 FEinleitung

1 Einleitung

In der Statistik sind verschiedene Werte, wie beispielsweise die Verteilungsart, der Er-
wartungswert und der Median eines gegebenen Datensatzes von groflem Interesse. Bei
der Schitzung dieser Werte, vor allem bei relativ kleiner Stichprobengréfe, kann es sinn-
voll sein, extreme Ausreifser von der Norm aus der Stichprobe zu entfernen, um genauere
Ergebnisse zu erzielen.

Angenommen, man untersucht beispielsweise den Wasserpegel der Donau an verschiede-
nen Orten in den letzten vier Jahren (2010-2013) und ist an Schitzwerten fiir den Pegel
im Jahr 2014 interessiert. Dann wére es sinnvoll, die Daten zur Zeit des Hochwassers
im Mai/Juni 2013 aufer Betracht zu lassen (Datenbereinigung), da diese weit tiber den
Normalwerten liegen und somit die Qualitdt der Schatzung verschlechtern wiirden.

Eine andere Herangehensweise ist jedoch gefragt, wenn man sich fiir eben diese extremen
Abweichungen und selten eintretenden Ereignisse interessiert. Betrachtet man wieder
die Daten fiir den Wasserpegel der Donau, so kann man unter anderem die Wahrschein-
lichkeit von Hochwasser untersuchen. Es liefle sich beispielsweise eine Schatzung der
Jéhrlichkeit des hochsten Wasserstands zur Zeit des Hochwassers im Jahr 2013 anstellen
- die Jahrlichkeit beschreibt hierbei, wie viel Zeit bei einem wiederkehrenden Ereignis
zwischen den einzelnen Ereignissen liegt. Das heifit bei einer Jahrlichkeit von 10 Jahren
tritt besagtes Ereignis statistisch gesehen wahrscheinlich ein mal in zehn Jahren ein.
Schétzungen zu den erreichten Pegelstinden im Friithsommer 2013, zum Beispiel unter
anderem in Passau, haben eine Jihrlichkeit von weit {iber 100 Jahren ergeben.

Hochwasser Mai / Juni 2013
vorlaufige Auswertung (Stand: 10.01.2014)

Wiederkehrintervall [Jahre]
2<10
10 <20
20 < 50
50 <100
100 und hishar

Keppteq,mudau}: t\ ,‘H—" Die Darstellung bezieht sich auf
| ausgewahite Gewasser 1_und

& fe '} . ’
.’ ( ) _\ TR i S : T, 2. Ordrung. Jahrlichkeiten an nicht
» i _|‘_’ { . dargesteliten Gewasserabschnitten
kennten nicht ermittelt werden oder
besalten eine geringere Jahrlichkeit

als HQ2.

Quelle: [LfU], S. 15
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Als Zweig der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik beschaftigt sich die Extremwert-
theorie mit eben solchen, selten eintretenden Ereignissen. Insbesondere sind hierbei also
die maximalen oder minimalen Daten von spezieller Bedeutung. Eines der zentralen Er-
gebnisse der Extremwerttheorie besagt, dass affine Transformationen solcher Maxima,
beziehungsweise Minima, mit zunehmendem Stichprobenumfang nur gegen drei verschie-
dene Typen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen konvergieren kénnen, wenn man diese
als Zufallsvariablen untersucht.

Im allgemeinen findet die Extremwerttheorie somit in vielen Bereichen Anwendung, bei
denen extreme Ereignisse eine grofe Rolle spielen. Hierzu zéhlen unter anderem:

e Finanzwesen (Wahrscheinlichkeit von Borsencrashs)
e Versicherungswesen (Wahrscheinlichkeit grofer Unfille, also Zahlungen)
e Klimaforschung (Wahrscheinlichkeit von Umweltkatastrophen, Klimawandel)

e Baugewerbe (Hohe eines Damms, um wirtschaftlich UND sicher zu sein)

In der folgenden Arbeit wird auf die Theorie hinter diesen Anwendungsgebieten ein-
gegangen, wobei der Fokus auf der extremwerttheoretischen Untersuchung von Ord-
nungsstatistiken liegt. Des Weiteren wird eine Anwendung betrachtet, welche auf diese
Untersuchung basiert - der Pickands-Schitzer. Hierbei stiitzen sich viele Aussagen auf
Resultate aus dem Buch [deHaFe|, auf welches fiir eine tiefere Untersuchung des The-
menkomplexes verwiesen sei.



1.1 Notation

vid

MAB(G,)
f € RV,
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unabhangig und identisch verteilt

Zufallsvariable ist verteilt wie
Gleichheit in Verteilung

Konvergenz in Verteilung

k-te Ordnungsstatistik von n Zufallsvariablen X, ..., X,;
insbesondere ist

Kleinste der n Zufallsvariablen

Grofste der n Zufallsvariablen

k-grofite Ordnungsstatistik der n Zufallsvariablen
Tailfunktion F(z) = 1 — F(z) einer Verteilungsfunktion F

linksstetige Inverse von F: F* (z) := inf{z|F(x) > z}
heift Quantilfunktion, falls F' eine Verteilungsfunktion bezeichnet,

. . 1
linksstetige Inverse von =

rechter Endpunkt fiir eine Verteilungsfunktion F'; das heifst
z* = sup{z|F(z) < 1} = U(c0)
maximaler Anziehungsbereich einer Extremwertverteilung G,

f reguldr variierend in co mit Index «,

das heift lim L&Y = A%, fiir alle A > 0
t—o0 f(f)
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1.2 Motivation und Grundlagen

Eines der zentralen Themen dieser Arbeit stellen Ordnungsstatistiken dar.

Definition 1.1. FEs seien Xy,..., X, itd Zufallsvariablen gegeben. Ordnen wir diese
Zufallsvariablen der Grifle nach, so erhalten wir die Ordnungsstatistiken

Xl:n S X2:n S e S Xn:n-

Bemerkung: Insbesondere gilt also:
e X, =min(Xy,...,X,) ist die kleinste Zufallsvariable,
o X,., =max(Xy,...,X,) ist die grofte Zufallsvariable,

o X, ii1., ist die k-grofste der n Zufallsvariablen fiir 1 < k < n.

Nun wollen wir zunéchst die Wahrscheinlichkeitsdichte und Verteilung der k-ten Ord-
nungsstatistik bestimmen:

Satz 1.2. Es seien Xq,..., X, iid Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F und Dich-
tefunktion f, wenn gegeben. Dann gilt:

ngngxyzz:(;)F@V%L—F@»”m, (1.1)

souie f (1) = (pJRAOF @1 Pl 12
wobei fx,. die Dichtefunktion der k-ten Ordnungsstatistik ist.

Beweis. Wir definieren zunéchst Y, : Z Lix,<a)-

1{x,<s) nimmt mit Wahrscheinlichkeit F (z) den Wert eins an und null sonst. Somit
sind die Indikatoren insbesondere Bernoulli-verteilt mit Parameter F(z). Die Summe
von 7 identisch Bernoulli-verteilten Parametern entspricht der Binomial-Verteilung. Wir
erhalten: Y, ~ Bin(n, F(x)). Schlieklich gilt

" /n
P(Xjp < P(Y, > k) P(Y, F(z)™(1 = F(z))"™,
(X < ) = Z m=> () Fera- e
womit die erste Aussage (1.1) bewiesen ist.
Durch Ableitung dieses Resultats erhalten wir

() = T B(Xin < 2

= (;) (mF(x)m—lf(I)(l —F(2)"™ = (n—m)F(x)™(1 — F(x))n_m_lf(x)>

m=
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= ()t - Fwy 3 (2 )mea e - oy

m=k+1

RS (n) (n — m)F ()" (1 - F(@)) " f(z)

m
m=k
= () RF@ @)1= Pl 4o
woraus direkt die zweite Aussage (1.2) folgt. O

Das folgende Resultat beschreibt die gemeinsame Dichte des Vektors (Xi.,, ..., Xpnn)
von Ordnungsstatistiken.

Satz 1.3. Es seien Xq,..., X, #d Zufallsvariablen mit Dichte f beziiglich eines domi-
nierenden Mafles . Dann ist die gemeinsame Dichte der Ordnungsstatistiken gegeben

durch:

e Xm<t1,...,tn):{"!'f(mmf(t")’ firt; < ... <tn,

0, sonst.

Beweis. (Heuristisch)

Fiir den Fall, dass t; < --- < 't, nicht gilt, ist die gemeinsame Dichte offensichtlich 0, da

die Ordnungsstatistiken der Grofe nach geordnet sind. Gilt nun (X;, = t1,...,X;, =t,),

fiir {i1,...,4,} = {1,...,n}, so gibt es n! Permutationsmoglichkeiten, die zur gemein-

samen Dichte fx, _ x, (ti,...,t,) = f(t1) - f(t,) angenommen werden konnen. O
Nun zeigen wir einen Satz, der als Hilfssatz fiir mehrere Beweise bendtigt wird:

Satz 1.4. Es seien Xq,...,X,, sowie Y1,...,Y, #d Zufallsvariablen mit Verteilungs-
funktion F. Dann qilt fir die gemeinsamen Verteilungen threr Ordnungsstatistiken:

d
(Xl:rm s aXn:n) = (}/l:na <. 7Yn:n)
Beweis. Es gilt wegen der Unabhéngigkeit der Variablen fiir beliebige Ereignisse
A17 sy Ani

P(X;€A,.... X, €A, = ﬁIP’(Xi €A) = ﬁP(Yi € A)
i=1 i=1
=PY, € Ay,...,Y, €A,),
das heifit (Xi,...,X,) L (Y1,...,Y,). Nun lédsst sich die stetige Transformation
h(zy, ..., 2n) = (T1my - ooy Tpp), Mit T, < ol < Ty
anwenden. Somit erhalten wir mit der Stetigkeit von h:
WXy, Xn) L h(Vh,. .., V),

was das Gewiinschte zeigt. O
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Satz 1.2 und 1.3 legen nahe, dass das stochastische Verhalten aller Ordnungsstatis-
tiken bereits geklart ist. Die angegebenen Formeln sind in der Praxis jedoch nicht gut
handhabbar. Daher betrachten wir in den nachfolgenden Kapiteln eine vereinheitlichen-
de Theorie, die das asymptotische Verhalten der Ordnungsstatistiken beschreibt.

Dazu seien Xi,...,X, id verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F' und
a, > 0,b, reelle Folgen. Unser Hauptziel ist zunédchst das Finden einer Verteilung G, fiir
die gilt:
Ko = b — G.
Ay, n—o0
Diese Verteilungen G nennen wir Extremwertverteilungen und man sagt: F' liegt im
maximalen Anziehungsbereich (M AB) der Extremwertverteilung G.

Bemerkung 1.5. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit werden wir im Folgenden im-
mer die Mazima X,., untersuchen, da durch die Umformung X1., = min(Xy,..., X,,) =
—max(—Xi,...,—X,) leicht analoge Resultate fiir Minima erzielt werden kénnen.

Wir kommen nun zu einigen zentralen Sétzen der Extremwerttheorie. Fiir Beweise
dieser Sétze sei auf einschldgige Literatur verwiesen (z.B.: [deHaFe|, Kapitel 1).

Satz 1.6 (Fisher-Tippet (1928), Gnedenko (1943)). Die Menge der Eztremwertvertei-
lungen ist durch
{G,(ax +b)|la >0, be R}

gegeben, wobei gilt:
G, (z) = exp (—(1 + vx)_ﬂ , mit 1 +~yx >0, v € R\{0}.

Fiir v =0 gilt:
G, (z) =exp(—e™)

und der Parameter v wird Extremwertindex genannt.

In Satz 1.6 werden die Extremwertverteilungen als drei-parametrige Familie klassi-
fiziert. Diese werden haufig aber auch anders parametrisiert, indem sie in drei Vertei-
lungsklassen aufgeteilt werden.

Definition 1.7. Die Menge der Extremwertverteilungen ist aufgeteilt in & Klassen:

1. Fiir v < 0 erhalten wir mit o = —%:

Uo(z) = G, (1 ﬂ“) _ {eXp(—(—:cW), jiir @ < 0,

- 1, fiir x > 0.
Die Verteilungen dieser Klasse werden Weibull-Verteilungen genannt.

2. Fiir v =0 gilt:
Go(z) = exp (—e™*), firz € R.

Go wird Gumbel-Verteilung genannt.
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3. Fir~vy >0 und a = % qilt:

1 R
Bo(1) = G. <x ) _ )0, B f7fr z <0,
Y exp(—z~%), furxz >0.

die Verteilungen dieser Klasse werden F'réchet-Verteilungen genannt.

Den folgenden Satz werden wir in spateren Beweisen mehrfach verwenden, da er dqui-
valente Aussagen dazu liefert, dass eine Verteilungsfunktion im M AB einer Extremwert-
verteilung liegt.

Satz 1.8. Eine Verteilungsfunktion F' mit rechtem Endpunkt o* = sup{z|F (z) < 1} liegt
im MAB der Eztremwertverteilung G.,, genau dann wenn fir eine positive Funktion f
qilt:

L—F(t+af(t) _ (1+~2)"7 , fir 1 +~z > 0.

lim
Letztere Aussage ist fiir eine positive Funktion a und U = (ﬁ)e wiederum dquivalent
2

lim

t—o0 a(t) z7—1

,  Sonst.

U(tz) — U(t) _ {log:c, fir v =0,

In diesem Fall gilt

- G'Y ,

an n—oo

mit b, = U(n), a, = a(n) und f kann als f(t) =a (%F(t)) gewdhlt werden.

Um zu zeigen, dass eine Verteilungsfunktion F' im MAB einer Extremwertverteilung
G, liegt, ldsst sich in vielen Féllen mit hinreichender Differenzierbarkeit der Satz von
Mises anwenden.

Satz 1.9 (von Mises). Fiir eine Verteilungsfunktion F existiere die zweite Ableitung F"
und es gelte F'(x) > 0 fiir alle x € (xg,x*), mit einem xy < x*. Ist dann die von Mises
Bedingung

lim (1 ;F) (1) = ~ (1.3)

t St

oder dquivalent dazu

. 1"
Q= Fa)F()

toee (F(1))?
erfillt, so liegt F' im MAB von G.,.

Hieraus lésst sich eine weitere Aussage ableiten:
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Korollar 1.10. Die von Mises Bedingung (1.3) ist dquivalent zu

tu't)
it U T
was
U/(tflf) -1 .
tli)rglo 0 =27, firz>0 (1.4)
impliziert.

Bemerkung 1.11. In den folgenden Beweisen wird hdufig die Funktion U verwendet, da
sie viele Schritte leichter gestaltet. Man beachte, dass U monoton steigend ist, fiir Werte

grifler eins definiert werden kann und die Grenzwertrelation lim U(n) = x* erfillt.
n—o0

Die kommenden Sétze werden uns bei mehreren Beweisen helfen, wobei vor allem die
0-Methode haufig Anwendung findet.

Satz 1.12 (6-Methode). Es sei (X, )nen ein stochastischer Prozess, 0,0% endliche Kon-
stanten und

Vi (X, —6) -5 N(0,0%).
Dann gilt fiir eine beliebige Funktion g, deren Ableitung ¢'(0) existiert und ungleich null
18t:

Vi(g(Xa) = g(6)) == N(0,0%(g'(6))?).

Fiir einen Beweis sei beispielsweise auf [vdVa|, Kapitel 3 verwiesen.
Die Potter-Ungleichungen liefern uns ein nicht-asymptotisches Resultat fiir regulér va-
riierende Funktionen. (vgl. [Pot])

Satz 1.13 (Potter-Ungleichungen). Fir ein f € RV, und beliebige 61,52 > 0 gilt: Fs
existiert ein to = to(d1,92), sodass firt > to, tx > to gilt:

f(tz)
/()
Mit diesen Sdtzen haben wir nun eine ausreichende Grundlage, um verschiedene Re-

sultate beziiglich den asymptotischen Verteilungen von Ordnungsstatistiken zu erhalten.
Hierbei kann man verschiedene Félle betrachten:

(1 — 61)2® min(2%, 27%) < < (14 6y)x” max(2%2, 7).

o X, i1, fiir festes k € Nund n — oo
° n_kmfﬁrk:k(n)%oo,n%oound§—>O

° Xn,k:nfijrk:k(n)%oo,n%oound%—)pe(o,l)

10
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Der erste Fall behandelt die extremen Ordnungsstatistiken, deren Betrachtung im Sinne
der Extremwerttheorie intuitiv sinnvoll erscheint. Wir werden uns als Erstes mit diesem
Fall beschiftigen und uns dabei auf das Finden einer Wahrscheinlichkeitsverteilung kon-
zentrieren, gegen die die Verteilung der extremen Ordnungsstatistiken konvergiert und
diese explizit nennen. Des Weiteren werden wir eine alternative Darstellung der Ord-
nungsstatistiken und dabei eine Verbindung zu exponentialverteilten Zufallsvariablen
zeigen.

Im darauf folgenden Kapitel untersuchen wir den zweiten Fall, welcher die Zwischen-
ordnungsstatistiken darstellt. Diese spielen vor allem bei der Schitzung des Extremwer-
tindexes ~y eine grofse Rolle. Wie im Kapitel davor konzentrieren wir uns dabei auf die
Wahrscheinlichkeitsverteilung, gegen die die Zwischenordnungsstatistiken konvergieren.
Es wird sich herausstellen, dass diese normalverteilt ist.

Im letzten Kapitel werden wir eine der Anwendungen der Zwischenordnungsstatistiken
behandeln: Den Pickands-Schétzer, der einen Schétzer fiir beliebige Extremwertindizes
~ darstellt.

Der dritte Fall entspricht den zentralen Ordnungsstatistiken, fiir die dhnliche Resultate
wie fiir die Zwischenordnungsstatistiken gezogen werden konnen. Diese werden wir in
dieser Arbeit jedoch nicht untersuchen. Fiir eine tiefere Untersuchung von Zwischenord-
nungsstatistiken sei beispielsweise auf [ArBaNa|, Kapitel 8.5 verwiesen.

11
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2 Extreme Ordnungsstatistiken

Im folgenden Kapitel seien X1, ..., X, 1id Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'.
Wir betrachten zunéchst extreme Ordnungsstatistiken, welche das asymptotische Ver-
halten der k-grofiten Ordnungsstatistik X,,_xi1., unter n — oo behandeln, wihrend
k € N fest bleibt.

Hierzu suchen wir eine Verteilungsfunktion, gegen die die normalisierte k-gréfite Ord-
nungsstatistik in Verteilung konvergiert:

Xn—k—l—l:n - bn i} 9 (2 1)
an, n—oo )

Dafiir formulieren wir zunichst ein Lemma, welches die Anzahl der Uberschreitungen
eines, mit n wachsenden, Schwellenwertes ¢,, der Beobachtungen X, ..., X,, untersucht.

Lemma 2.1. Es sei ¢, eine Folge in R mit lim nF(c,) = 7 und 0 < 7 < co. Wir
n—oo

definieren S, == Y Lix,5¢,y- Dann gilt:
i=1

S, —L Po(7),

n—oo

das heifit

n k
. ™
JI_)I&P<2]1{X1.>CH} = k) = F e ,k € No.
Beweis. S, beschreibt die Anzahl der Uberschreitungen des Wertes ¢,. Es gilt

P(X; > ¢,) =1- P(X; < ¢,), also ist Lix,5c.} Bernoulli-verteilt mit Parameter
1 — F(¢,) = F(cy). Insbesondere erhalten wir S, ~ Bin(n, F(c,)). Wegen der Vor-

raussetzung lim nf(c,) = 7 ist der Poissonsche Grenzwertsatz anwendbar, der das
n— oo

Gewiinschte fiir 7 € (0, 00) liefert:
S, ~ Bin(n, Flc,)) - Po().
n—o0

Fiir den Fall, dass 7 = oo gilt, betrachten wir die Wahrscheinlichkeitsfunktion von S,,:

Bin(kn, Fle,)) = (Z)F(Cn)m —Fen))" "

n-(n—1)--(n—k+1) (nF(c,))* — -
- - (1 Fe)

(1-2) (-2 (-2 T )

nF(cy) n—k
n

—k

—nF(cn)

Der letzte Faktor (1 - geht wegen lim nF(c,) = oo exponentiell
n—oo

gegen null. Wir erhalten schlieflich lim P(S,, = k) = 0, was mit der Poisson-Verteilung

n—oo
fiir 7 = oo iibereinstimmt. O

~ €

12
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Der folgende Satz beantwortet die Frage in (2.1), wobei Lemma 2.1 einen der zentralen
Beweisschritte darstellt.

Satz 2.2. Fs seien a, > 0, b, reelle Folgen und G eine Extremwertverteilung mit

L NG) (2.2)
a,n n—oo

Dann ist die normalisierte asymptotische Verteilung der k-gréfiten Ordnungsstatistik
Xy g1 fiir k € N, n — oo gegeben durch:

k—1
X katin — bn G(x). 3 e = g 0
hmp( g) _ )G SR G20
n—00 (079 O, G(:L‘) —0
Beweis. Wir definieren analog zu Lemma 2.1 S, := > Lix,5c,y und ¢, == a,x + by.
i=1

Offensichtlich ist X"*";—:Lfbn < z dquivalent zu X,, g1, < a,2 + b, und damit auch zu
S, < k — 1. Falls nF'(c,) gegen 7 € (0, 00] konvergiert, so liefert eine Anwendung von
Lemma 2.1:

Qn

X —b —

s=0
1
2.1 L T
- z% 3¢ fir 7 = nh_)rrolo nF(cy,). (2.3)
s=

Es bleibt daher zu zeigen, dass nF(c,) — 7 = —log G(z), was das gewiinschte Ergeb-
nis liefert. Wir unterscheiden dazu zwei Fille und betrachten zunichst den Fall, dass
G(z) # 0.

Da die Verteilungsfunktion von X, durch F™ gegeben ist (vergleiche Satz 1.2), folgt
mit der Voraussetzung (2.2), dass F"(a,x + b,) —_ G(z).

Logarithmieren mit G(x) # 0 liefert dann

nlog F(c,) = nlog(1 — F(c,)) — log G(z),

n—oo

weswegen insbesondere gilt:

log F(c,) — 0, also F(c,) —> 0. (2.4)

n—oo n—oo

Nun lésst sich die Taylorformel mit Lagrange-Restglied fiir einen Entwicklungspunkt a
anwenden. Falls f (n + 1)—mal differenzierbar ist, so gilt:

" ofk) (n+1)
fz) = % / ’“k!(a) (z —a)" + ]EnJrTll(;)(x —a)"™ | wobei ¢ zwischen z und a liegt.

13
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Mit f(z) =log(l —x),a=n=0und z € (0,1) gilt fV(z) = -1, so dass

T l-a

flx)=0—x- , fiir ein £ € (0,1).

1=¢
Setzt man nun x = F(c,) € (0,1), so gilt:

nlog(l — F(c,)) = —nF(cy,) - , mit &, € (0, F(c,)).

]-_gn

Aus (2.4) folgt &, — 0, also insbesondere:
n—oo

—7 = lim —nF(c,) = limnlog(1 — F(c,)) = log G(x).
n—oo n—oo
Einsetzen von 7 in (2.3) liefert das Gewdinschte fiir G(x) # 0.
Zum Beweis fiir G(z) = 0 wollen wir zeigen, dass in diesem Fall 7 = oo gilt. Wir erhalten
mit der Logarithmus-Darstellung:

lim nlog F'(c,) = —oo,

n—oo

woraus folgt:

lim nlog(l — F(c,)) = —oo.

n—oo

Mit der Taylordarstellung erhalten wir:

lim —nF(c,) -

n—00 1-¢, -

Fiir den Fall, dass lim F(c,) = 0 gilt, muss somit gelten:

n—oo

lim —nF(c,) = —oo,
n—oo

da fiir F(c,) — 0 auch &, — 0. Fiir die verbleibenden Fille gilt lim —nF(c,) = —o0

n—oo
offensichtlich auch. Wir erhalten 7 = oo, weswegen mit Lemma 2.1 folgt:

lim P(S, =) =0

n—o0

und damit

n—00 an,

X ki1n— b
lim P(M < x) =0, firG(z)=0.

O

Mit Satz 2.2 haben wir die asymptotische Verteilungsfunktion der k-grofiten Zufallsva-
riable gefunden. Mit einer alternativen Beweismethode kénnen wir sogar die gemeinsame

14
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Asymptotische Verteilung der grofiten k£ Ordnungsstatistiken herleiten, das heifst wir un-
tersuchen

s Sy
G Qn G

(Xn:n - bn Xn—l:n - bn Xn—k:n - bn) d
Dok TOn ) 4y g

n—0o0

Hierzu beweisen wir zunéchst ein solches Resultat fiir exponentialverteilte Zufallsvaria-
blen und benutzen dieses dann, um ein allgemeineres Ergebnis herzuleiten.

Lemma 2.3. Es seien Ey, ..., E, uid, sowie EY, ..., E" iid standard-ezponentialverteilte
Zufallsvariablen (~ exp(1)). Dann gilt:
E} EY E} E} E} EX
(Ewlzna"'?Ejn:n)g _17_1+—27"'7 1+ : + ...+ =
n o n n—1 n n—1 1

Bemerkung 2.4. Wir erhalten hieraus fiir festes 1 < k < n insbesondere:

n(Elm,...,E,m)Higo(E;*,...,E’{Jr .+ E))

Beweis. Aus Satz 1.3 bekommen wir zunéchst die gemeinsame Dichte von (E1,. .., E,):
nl-e™...e7®™  flir0<ax < ... <ux,,
fEl:n7~--aE1:n (:El, A 7$TL) =
0, sonst.

Die Unabhingigkeit von (EY,..., E¥) liefert auch deren gemeinsame Dichte

fiir yy,...,yn > 0,

f ( ) e_yl e e_yn’
for NN o (/) PR =
! Yool 0, sonst.

auf die wir die lineare Transformation

T
Y1 41 Y2 Y1 Y2 Yn T
Ty, .. oym) = | =, = = o+ ) = (a2
(Y1s- - Yn) (nn+n_1 STt +1> (=1 Zn)

anwenden wollen, die offensichtlich streng monoton steigend und differenzierbar ist.
Die Umkehrfunktion 77 (yy, ..., y,) ist durch

(nyla(n_1)<y2_%)7(n_2)<y3_ Y2 —&>,...,yn—y"2_l— —E)

n—1 n n

gegeben. Somit erhalten wir die Jacobi-Matrix

n 0 0 0
] —nl 1 0
_n=2 __n=2 _
d_ —1(y>: n pow n 2 0 ’
Y . .
.1 1 1
% Tnd w3 1



2 Extreme Ordnungsstatistiken

deren Determinante offensichtlich n! ist.

Die Transformationsformel besagt, dass fiir eine stetige Zufallsvariable X die Dichte von
Y = ¢(X), mit einer streng monoton wachsenden und differenzierbaren Funktion g,
gegeben ist durch:

o) = {fX<9‘1<y>> T4 ), frle) >0

0, sonst.
Die Dichte von T'(EY, ..., E) ist daher:

nle ¥ ...e¥ fir0O<y < ... <yn,

0, sonst.

was das gewiinschte Ergebnis liefert. O]

Wir beweisen zusédtzlich ein Lemma, das fiir den Beweis von Satz 2.6 bendtigt wird.

Lemma 2.5. Es sei (f,)nen eine Folge reeller und monoton steigender Funktionen, die
punktweise gegen eine stetige Funktion f konvergieren.

Dann gilt: f, konvergiert lokal gleichmdjf$ig gegen f, das heifst fir beliebige x > 0 exis-
tieren 0 > 0, sodass gilt:

sup [ fuly) = f(y)] — 0.
yE(z—08,z+9) n—o0

Beweis. Es seien x fest und € > 0 gegeben. Wegen der Stetigkeit von f kénnen wir ein
0 > 0 wihlen, sodass gilt:

|f(z) = f()] S%,fﬁr alle y € [z — 0,2 + 4]

Auferdem gilt wegen der punktweisen Konvergenz von f,, gegen f:
Es existiert ein NV = N(z), sodass fiir alle n > N gilt: |f.(z) — f(z)| < 5.
Wir definieren Ny := N(x +6), Ny := N(z — ). Damit gilt fiir alle y € (x — §, 2+ §):

fo(y) = f(y) < fulz +6) — f(y)
= fulz +9) = f(z+06) + fz +9) — f(y)

<, fiir alle n > Ny,

sowie analog dazu

fay) = f(y) > falz —0) = f(y)

> —e¢, fiir alle n > Ns.
Zusammenfassend erhalten wir damit:
|fu(y) — f(y)| < e, fiir alle n > max(Ny, Ny),

was das Gewiinschte zeigt. O
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2 Extreme Ordnungsstatistiken

Mit diesen Lemmata kénnen wir nun den folgenden Satz beweisen.

Satz 2.6. Angenommen F liegt im MAB einer Extremwertverteilung G, fir v € R, das
heif§it es existieren reelle Folgen a,,b, mit

Xn:n - bn d
_—

Ay n—oo

Dann gilt fir jedes festes k € N:

<Xn:n - bn Xn—l:n - bn Xn—k::n - bn)

s seeey
Qp Qn Qp

3 g ey

L, ((E;w—l (B + E3) 7 — 1 <E;‘+E;+-~+Ez+1>-7—1>

wobei BY, ..., Ky iid standard-exponentialverteilte Zufallsvariablen sind.
Beweis. Es seien im Folgenden wieder Fy, ..., E, iid standard-exponentialverteilte Zu-

fallsvariablen. Fiir ein F ~ exp(1) ist die Tail-Funktion durch e=* gegeben. Sei nun z so
gewahlt, dass F'(x) # 0. Dann gilt:

(=) =)= (o = o)

=P(1-F(z)<1-e")
=P (e " < F(2))
=P(—FE <logF(x))
=1-P(E < —logF(x))

_ (e F@) _ p(y).

Falls andererseits F'(x) = 0, so ist offensichtlich

P (U (1 _16_E> < x) =P (e " < F(z)) =0=F().

Insgesamt ist also die Verteilungsfunktion von U (1 > durch F' gegeben. (2.5)

e—F

Fiir eine bessere Anschauung betrachten wir nun die zugehorigen Ordnungsstatistiken
firo<:<k-—1:
1 .
=1—-P(Eij1n < —logF(z)) (fir F(z) > 0)

n

1= 3 (1)t tog )"~ H(-log )"

m=1+1

17



2 Extreme Ordnungsstatistiken

mit H(z) =1—e " fiir x > 0. Eine Anwendung von Satz 1.2 erlaubt es, die rechte Seite
dieser Gleichung auszuschreiben:

=Y (D) r@yrEwe

m=1+1

n
Dies ldsst sich mit dem binomischen Lehrsatz, (
k=0

> (1)~ Fayr e

m=0

n

Ma"Fyk = (z4y)", weiter umformen:

Durch Substitution und Indexverschiebung mit m = n — ¢ erhalten wir
Z ( ’ f) (1= F(a))" F(2)" = P(Xp—im < )
n —
l=n—1i

wobei letzteres aus Satz 1.2 und (?) = (nﬁg) wegen der Symmetrie des Binomialkoeffi-
zienten folgt. Damit haben wir gezeigt, dass X,,_;., fiir « = 0,...,n — 1 verteilt ist wie

Wegen (2.5) ldsst sich Satz 1.4 anwenden. Es folgt, dass die gemeinsamen Verteilungen
der Ordnungsstatistiken gleich sind:

(Xt - Xpm) = (U<1_6;EM>”U(1—€;E”))

Daraus folgt insbesondere

d 1 1 1
(Xn:m D CUET aXn—k—Irl:n) = (U <1_6——E1n) ) U(l—e——E&n> v U(l—e——Ekn)> :

Nun folgt aus Satz 1.8

. U(l—el_ﬁ/”) - bn . U(n(l—:*w/")) - U(Tl)
lim = lim .
n—o00 an, n—o00 Ay,

Nach Satz 1.8 gilt aufserdem

punktweise in x.
fn ist monoton steigend und f ist stetig. Nach Lemma 2.5 folgt damit, dass f, lokal
gleichmifig gegen f konvergiert. Wir erhalten

.\
U(——2—) —U(n) (hm n(l— efﬁ)> -1 - _1
lim (n(lfe / )) _ \n—oo — T ’ (26)

18



2 Extreme Ordnungsstatistiken

da wegen lim n(ax — 1) = loga fiir a > 0 gilt:

n—o0

— lim n(e™» —1) = —loge™® = .
n— oo

Zusammenfassend erhalten wir schliellich:

5 g e ey

Qn an Qn

Xn:n - bn anlzn - bn ank::n — bn)

Il

yee ey
7 Qn

Ul=ems) — b Ulmmmom) —bn>

g e ey

g v

a (BN =1 (E{+E;+~~+E,§+1)‘V—1>

wobei letzteres wegen (2.6) und

((TLELH)’Y —1 (nEka)"y — 1)

g ey

g v
L((Ei‘)”—l <Er+E5+--~+Ez+1>-'Y—1>

g ey

v g

aus der Bemerkung 2.4 mit dem extended continuous mapping theorem (vgl. [vdVal,
Theorem 18.11) folgt. O

Bemerkung 2.7. Da wir in Satz 2.6 die Folgen b, = U(n) und a, = a(n) nach Satz
1.8 gewdhlt haben, gilt der Beweis nur fir Extremwertverteilungen G.(x), jedoch nicht

fiir G, (ax 4+ b) mit reellen a,b mit a > 0. Um Satz 2.5 auch in dem allgemeineren Fall
anwenden zu kénnen, ldsst sich folgende Aussage beweisen:

Lemma 2.8. Fir reelle Folgen a, > 0, b, und reelle Konstanten a > 0, b gelte

lim P (Xnn—_bn < x) =G, (ax +D).

n—00 a

Dann existieren reelle Folgen a, > 0, V), sodass

n—00 -
ap,

Xpm — b,
lim P (—/” < a:) =G, (z).

19



2 Extreme Ordnungsstatistiken

Beweis. Laut Vorraussetzung gilt F"(a,z + b,) — G,(ax + b). Betrachtet man nun
n—oo

W + b, so erhélt man fiir deren Verteilungsfunktion:

p<M+ng) :p(xmgwwn)

an, a

—b
a

—b
— G, <a Ia +b) — G, ().

die lineare Transformation

Somit gilt fiir

das Gewlinschte. O
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3 Zwischenordnungsstatistiken

3 Zwischenordnungsstatistiken

Wie in den vorangegangenen Kapiteln seien Xi,..., X, 2d Zufallsvariablen mit Ver-
teilungsfunktion F'. Nachdem wir im vorigen Kapitel extreme Ordnungsstatistiken, das
heift Ordnungsstatistiken X,,_j.1., fir & € N fest, n — oo betrachtet haben, wollen
wir uns im Folgenden mit Zwischenordnungsstatistiken beschiftigen, das heifst X, .,
fiir n — oo mit k = k(n) — o0, £ — 0.

Hierzu wollen wir, dhnlich wie bei den extremen Ordnungsstatistiken, beweisen, dass
passend normalisierte Zwischenordnungsstatistiken asymptotisch die selbe Verteilung
annehmen - eine Normalverteilung, wie wir zeigen werden.

Wir betrachten zunéchst den Spezialfall mit standard-gleichverteilten Zufallsvariablen.

Lemma 3.1 (Smirnow, 1949). Es seien Uy, < ... < U, die Ordnungsstatistiken fir
U ~Ul0,1], i =1,...,n. Dann gilt fir n — oo, k = k(n) — 00, n — k — 00:
Uk — by,
= N(0,1),
CLn n—oo
mit
k—1 1
n = 5 n o+ n 1 n) 5 -
b m—] a \/b ( by) —

Bemerkung 3.2. Die Konvergenzbedingung n—k — oo st eine schwdchere Bedingung
als % — 0. Dies sieht man schnell, da n — k = n( — %) — o0 direkt aus % — 0
folgt. Fiir den umgekehrten Fall lisst sich beispielsweise durch k(n) = 5 schnell ein
Gegenbeispiel finden, da gilt:

1
— = #0

2 #
Beweis. Wir bestimmen zunéchst die Dichte von
Zunichst ist, nach Satz 1.2, die Dichte von Uy, gegeben durch

) = ()0 = 0 M o),

Die Dichte f von U"Z— = 1 Uk — Z—Z folgt mit linearer Transformation:
1)

=3 f
=a, (n)k(ana:—l—b) "1 = apz —b,)" 11[01](%3:—1—6

k—
ka,b" (1 — b 14z IT—ant —bn ]1
) + b 1_ b [,bn,l,bn](anaﬁ)

k—1 n—k
k— 1 n—k Qn, an
( )k)anb ) (1+$Z) (1_$1_bn> ]1[_%;71;:1@}('%‘)

- Anl : Ang . ATL37
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3 Zwischenordnungsstatistiken

wobel

Ay = (Z) kanbE 1 (1 — by)"*,

a k—1 a n—k

1-0b,
AnS - 1[_%7%]<I>

Wir betrachten nun, wie sich die einzelnen Terme asymptotisch verhalten. Fiir A, gilt
mit der Stirling-Formel (n! ~ y/ 27?71(%)" fiir n — oo) und 1 — b, =

n—=k.

n—1"

Ay~ 27m<:)n(27rk)—é (E) _k(%(n k) (n ; k)_n+kk .
() () o () [y

[NIE

= 0

n—1 n—1
-~ /_27mn+0,570,570,570,5+1(n . 1)7k7n+kkfk70,5+0,571+1

(k- 1)k(n _ k)—0,5—n+k+0,5+n—k

_ o n®  (k—1)*

(n—1)n kk
1
— V2T e — = V2.
n—o0 e

Fiir den Term A,, gilt fir z € (— 2 1=ta);

an’ an

a k—1 a n—k
1 — 1-— "
( +xbn) ( Il_bn) 0

was man schnell fiir £, n hinreichend grof sehen kann.
Logarithmieren des Ausdrucks liefert dann:

o) = (5 = g (1422 ) (0= K)o (1 - 22 ).

n

k41 .
( ,21 erhalten wir:

k(- D) ) (e - (2

Mit der Taylorentwicklung log(x +1) = — >_
k=0

22



3 Zwischenordnungsstatistiken

Wir betrachten nun die Koeflizienten von %f fir / € N.
Fiir £ =1 ergibt sich:

(k—l)x%—(n—k)x n :xan((k_1)(1_b")_(n_k)bn):0,

b, 1— b, b(1— by)
da K k1
1—by= 8y, =27
n—1 n—1

Mit dhnlicher Rechnung folgt fiir den Koeffizienten beziiglich ¢ = 2

2

() om0 () ) -5

da

- n—k k-1
T n—1 n-1
=1.

Schliefslich betrachten wir den Fall ¢ > 3. Es bezeichne ¢, ¢ den Koeffizienten von "”TZ in
(3.1). Wir wollen zeigen, dass der Rest der der Summe gegen null geht:

o 4
. x
lim g —Cpur = 0
n—00 / 7

=3

Hierfiir teilen wir die Summe in 2 Teile und wenden auf sie das Majorantenkriterium an:

B, ::i%}cn’z,k = il; ((—1)“1 (Z-:)g ) +Z ((1_b )é(n—k)> .

[SIEN

S EL(S) (528) et (3) e

R O (et s [
_Z (n — 1)2(k _1z/21—2g — 1)4/2-1

o0

2
o S 2 N 1 |zl
=3 Z(\/H)H_ 3 Z( k—1)¢

/=1
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3 Zwischenordnungsstatistiken

Die rechte Seite der Ungleichung entspricht einer geometrischen Reihe. Somit gilt fiir
hinreichend grofses k:

0 ( L 1)
—1)¢ |z|
3 =1 (Vk—=1) 3 1- VE—1

(T Tl

3 \Wk—1—|2| Vk—1-|z]

Eine analoge Rechnung liefert fiir die zweite Summe:

ixg (1 i”bn)é@‘ k)

eyl

L = K — 1)

Aus der Konvergenzbedingung lésst sich nun folgern, dass

k k
limsup — € [0, 1], da n—kzn(l——) — 00.
N——

n—oo N n
—00
Es folgt fiir hinreichend grofses n:
o 1 _1\/2 o0 ¢ 9 ¢
Zﬂ (k—1) < Z |z] < | Z ||
= (=R P =12 T (V= k)2 T 3 = \Vn—k

_\xP ! 1] = il — 0
ANEE 3= — af) n

Zusammenfassend erhalten wir also mit dem Majorantenkriterium B, — 0, sodass der
n— oo

. z2 .
zweite Term A, gegen —%- konvergiert.

Zuletzt ist zu zeigen, dass fiir die Schranken des Indikators im Term
A, = ]l[_bi m](x) gilt: —Z—’; — —oo und % — oo. Eine Betrachtung liefert

an’

[_Z_:’ 1 gnb”] = :_ (k—1)i(n—1)"2(n—k) 2(n—1)2(n— 1)z,
(n=k)i(n = 1)k —1) (- )i — 1)}
=[~g=nte=pin-Dh -k E=-D e -],
i) nes

womit das Gewiinschte gezeigt ist.
Somit konvergiert die Indikatorfunktion punktweise gegen die konstante Funktion 1.
Zusammenfassend haben wir gezeigt:

f(f)mo S

2

6 )
V2T
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3 Zwischenordnungsstatistiken

was der Dichtefunktion der Standardnormalverteilung entspricht. Nach Scheffé’s Lem-
ma (vergleiche: [Wi|, Abschnitt 5.10) impliziert fast sicher punktweise Konvergenz von
Wahrscheinlichkeitsdichten die Konvergenz in Verteilung, weswegen schlielich gilt:

Yin =bn_a, nio, 1),

Ay, n—oo
]

Wir wollen nun mit Hilfe dieses Lemmas ein allgemeineres Resultat fiir i¢d Zufallsva-
riablen beweisen, wobei wir lediglich annehmen, dass ihre Verteilungsfunktion F' die von
Mises Bedingung aus Satz 1.9 erfiillt.

Satz 3.3. Angenommen, F erfillt die von Mises-Bedingung fir den Anziehungsbereich
einer Extremwertverteilung G-, mit v € R. Dann gilt fir k = k(n) — oo,
n — 00, % — 0

ank:n - U(%) d
vk s N(0,1).

Beweis. Es seien wieder Uy, ..., U, < U10,1] und

-1 1
bn::k . Qg \/b(l—b) —

n—1
wie in Lemma 3.1. Im Folgenden wenden wir das Slutsky-Theorem mehrere Male an.
Das Theorem besagt, dass fiir Folgen von Zufallsvariablen A,,, B,, X,, mit

A, B aeR, B, SbeR, X, % X fiir n — oo gilt: A, + By X, % a+bX.
Kurze Rechnungen liefern:

lim vk —1= lim VEk — lim Vk.

n—oo n—0o0 n—oo
—1

Wir wenden diese, sowie einige analog verlaufende Rechnungen, nun an um mehrere
Umformungen durchzufiihren.

(=l
3
S
|
‘w
_
-
|
[S—y
?r‘:
LIL
=
3
|
—_

Uk:n -

Qy, k— —k ) 1 n—1 k=1 n—k
“1n n—1 (n—1)2
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3 Zwischenordnungsstatistiken

Somit gilt nach dem Lemma von Slutsky: ko=t ”_b” SN Vk ( Uks1:n — 1) Die Umformung
von Ug., zu Ui, erfolgt dabei iiber Substltutlon von k durch k£ + 1. Lemma 3.1 ist
anwendbar, da die Voraussetzungen des Lemmas schwicher sind, als die von Satz 3.2.

Wir erhalten damit:
Uk:n - bn

Qn

45 N(0, 1),

also insbesondere n

Durch Anwendung der §-Methode aus Satz 1.8 mit g(f) = 3, (¢'())* = 5, ergibt sich

x/E( i —1) —45 N(0,1).

nUkJrl:n

Wir wollen nun diese Ergebnisse des Lemmas mit dem Satz verkniipfen, indem wir
zunéchst zeigen, dass X,,_., verteilt ist wie F'< (1 — Ug41.,). Nach Satz 1.2 gilt namlich

P(F (1—Usy1n) < 7) = P(1 = Ups1 < F(2))
- P(Uk—i-l:n >1-— F(ZL’))

n

=1- Z (7;) (1 — F(x))F(x)"7, was aus Satz 1.2 folgt

j=k+1

was aus dem binomischen Lehrsatz folgt.
Setzen wir nun j = n — ¢ und substituieren j mit n — ¢, so bekommen wir:

n—=¥
l=n—k

2": ( " )(1 — F(2))" ' F(2)" = P(Xpgn < ),

was aus der Symmetrie des Binomialkoeffizienten und Satz 1.2 folgt.
Zusammenfassend erhalten wir somit:

Xn—k:n i F(_(l - Uk—&—l:n)‘
Aufserdem gilt

1
Fk(l_UkJrl:n)iU( > 5

Uk+1:n
denn

P(FF(l - Uk-i—l:n) S (L’) = P(l — F( ) < Uk+1n

() ()

26
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3 Zwischenordnungsstatistiken

1
U .
(Uk—‘rl:n)

. () o)
\/—Xn k:n U(k)i\/_ (Um»n) k
o T

Insgesamt gilt also

Xn—lc:n i F<—(]— - Uk+1:n)

Il

Wir wollen nun die Ergebnisse zusammentragen:

Die von Mises Bedingung impliziert nach Korollar 1.10:
/
lim Uln)
n—oo U/(n)
Damit lassen sich die Potter-Ungleichungen aus Satz 1.11 anwenden: Es existiert ein
ng € N, sodass fiir beliebige €, > 0, n > ng, s > 1 gilt:

= 277" in (0,00), also U’ € RV,_;.

. U (%s ,
(1—e)s717¢ < ,(kn ) < (1+e)s77 e,
U (%)
k
Multiplizieren mit vk, Integrieren beziiglich fanka ds und Setzen von s = %Ukil-

liefert schliellich:

mwﬂﬁ) LYl Gl A s<1+e>¢%<"”’ih"> -

7€ U (3) 7+e
Durch nochmaliges anwenden der 5-Methode auf vk <nUkk+1‘ - 1) — N(0,1), mit
(9) . 0"/:&6' /(9) B Q’Yig_l
g - v + 6/’ g - )

bekommen wir fiir die Schranken:

aletz) 0 (6 ) () )

o= =N o= =N _fy:I:e’

—L5 N(0,1).
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Wir schreiben die Schranken nun als
(1 - E)An S Cn S (1 + G)an

wobei:

K\
A = \/E<"Uk+1in> —1
mn - ,y . 6/
k)
B = \/E <"U’“+13”) —1
n - ’y+€/
O \/EU (UkL) —U(
rU (%)

Daraus erhalten wir fiir die Verteilung von C);:

Y

Y

I3

) .

P(C, <z) <P((1 —¢)A, <x).
Wir wissen, dass gilt: A,, B, SN N(0,1). Es folgt fiir ein N ~ N(0,1):

limsup P(C, < z) <P((1—¢€)N < z).

n—o0

Ein analoges Ergebnis erhalten wir fiir die zweite Schranke mit B,,:

liminf P(C,, < x) > P((1+€)N < z).

n—oo

Da € beliebig klein gew#hlt werden kann, folgt schliefllich

P(C, < z) - P(N < z),

- n—00

was ausgeschrieben

Ulot=)-U(3)
T

d 1
Xpepm =U
. (UkJrl:n)

—Ly N(0,1)

ergibt. Schlieflich liefert

das Gewlinschte.
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4 Konsistenz des Pickands-Schatzers

Im Folgenden Kapitel wollen wir als Anwendung von Zwischenordnungsstatistiken in
der Extremwerttheorie den Pickands-Schétzer (vgl. [Pic|, 1975) untersuchen. Dieser stellt
einen relativ einfachen Schétzer fiir einen beliebigen Extremwertindex v € R dar, weswe-
gen er vor allem gut geeignet ist, wenn noch keine Informationen iiber v vorhanden sind.
Als Grundanforderung fiir einen Schétzer werden wir dabei die (schwache) Konsistenz
des Schitzers, das heifst

. P

Yn — 7
fiir v € R beweisen. Dazu definieren wir zundchst den Schétzer.

Definition 4.1. Es seien Xq,..., X, iid Zufallsvariablen. Dann ist der
Pickands-Schdtzer durch

~ 1 1 ( ank::n - anQk:n >
Tn = og
log 2 Xn—2k:n — An—4kn

gegeben.

Bemerkung 4.2. Da bei dem Schdtzer, wie bereits erwdihnt, die Zwischenordnungssta-
tistiken zum Einsatz kommen, wird dieser Schatzer fir n — oo, k = k(n) — oo,
% — 0 betrachtet.

Fiir den Beweis der Konsistenz benotigen wir ein Lemma.

Lemma 4.3. Fs seien Yi,...,Y, iid Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion

Pla) = {0, fiir v < 1,

1—1 sonst

Dann gilt fiir n — oo,k = k(n) — 00, £ — 0:

1 Ynf mn
Vak [ ===k 1) -4 N(0, 1),
2Yn72k:n

sowie Ly
ok (=== 1) 4 N(O, 1).
2 Ynf4k:n

Beweis. Betrachtung von e? mit E ~ exp(1) liefert zunichst

P(eEﬁx) —P(E<logz)=1—e¢ "8 =1 —

)
X

also Y; ~ €. Damit erhalten wir durch Anwendung von Satz 1.4 und Lemma 2.3:

(Yi, oy Yom) 2 (eEl:n,...,eE’“") 2 (exp ( nl) ..., EXp ( nl +- 1+ 1”)) . (4.1)
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4 Konsistenz des Pickands-Schatzers

Deswegen gilt

Yok EY £ E* £
b iexp Ly o= 2
Y, _okn n k+1 n k+1
B okt Bt
= exp (T + ...+ Fl

d Ly Ly
_exp(zk—i- +k;—l— )

Durch nochmaliges Anwenden von (4.1), mit n = 2k, bekommen wir als Resultat, dass
die rechte Seite voriger Gleichung verteilt ist wie Yj.or. Das heifst:

Eine analoge Rechnung liefert

Wir erhalten damit

1Y, tn 1
vV 2k <— bn o 1) i vV 2k <§Yk}:2k - 1) )
1Y, opn 1
sowie 2vVk (— n—2kn 1) L ovk <§Y2k;4k — 1> .

Yn—4k:n

Um spéater das Lemma von Smirnow 3.1 anwenden zu kénnen, wollen wir zunéchst zeigen,
dass fiir die Ordnungsstatistik Ug, 1., von standard-gleichverteilten Zufallsvariablen gilt:

d rr—1
Yok = Uk+1:2k

Betrachten der Verteilungsfunktion liefert:

1
]P<Uk_+11;2k <z)=P (Uk+1:2k > E)
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4 Konsistenz des Pickands-Schatzers

(4.2) folgt hierbei aus dem binomischen Lehrsatz. (4.3) folgt fiir m = 2k — ¢ aus dem
Substituieren von m mit 2k — £ und (4.4) aus der Symmetrie des Binomialkoeffizienten.
Es gilt also

1 Yn— m 1 —
V2k (5 b _ 1) L ok (iUHll:% - 1) .

n—2k:mn
Smirnows Lemma, welches wegen n — k = 2k — k — oo anwendbar ist, besagt
Ugn — by,
5 N(0, 1),

G

fiir b,, = Zkk%llfv%wl—bn und a,, = \/bn(l—bn)(n—l)—1 N%\/LQT: fiir n — oo.
Durch mehrfache Anwendung des Slutsky-Theorems erhalten wir damit

V2 Uy 10n — V2 = V2k(2Ui 1108 — 1) == N(0, 1).

Schlieflich liefert die 6-Methode mit g(0) = 5 das Gewiinschte fiir den ersten Ausdruck:

1 Yn— m |
V2k <— kn 1) L Vok <§Uk+11:2k - 1) 5 N(0,1).

2 Yn—Qk:n

Eine komplett analoge Rechnung liefert nun fiir den zweiten Ausdruck

1Y, 0w 1 1
2\/E (— 2hn 1) < 2\/E (§Y2k:4k; - 1) = 2\/E <§U2k1+1:4k - 1) i> N(0,1),

2 Yn—4k:n

womit das Lemma bewiesen ist. O

Satz 4.4. FEs seien Xq,..., X, tid Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion
F e MAB(G,) fir ein v € R. Dann gilt fir den Pickands-Schdtzer mit n — oo,
k=k(n) — 00, — 0:

N

Y — -
Beweis. Aus Satz 1.8 erhalten wir zunéchst, da F' € M AB(G,) und U monoton steigend
ist:

Ulte) =U(t) 27 -1

lim = , flir x > 0,
toeoa(t) g
t
sowie lim alt) — 7 fir y > 0.

SR Uy -0y -1
Somit gilt

Ultr) -U(t) 27 —1

LUy =0 ~ y -1 (45)

Wir wollen nun Lemma 4.3 mit dem Satz verkniipfen, indem wir zeigen, dass fiir iid wie
in Lemma 4.3 verteilte Y;, mit ¢ = 1,...,n, gilt:

U Vi), UVn)) 2 (Xt s X
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4 Konsistenz des Pickands-Schatzers

Dies erhalten wir, fiir X mit Verteilungsfunktion F' und Y; wie in Lemma 4.3, aus Satz
1.4 und

P(U(Y)) <) =P <Y1 < 1_—;(@) 11— (1= F()) = F(z).

Damit gilt
ank:n - an2k:n o ank:n + (_anQk:n + Xn74k:n) - an4k:n

Xn—2kn — Xn—dkn Xn—2km — Xn—dkn
_ Xnkn — Xtk 1

Xn—2kn — Xn—akin

U(Yn-kn) — U(Yn—akn)

U<Yn72k:n) - U(Ynleksn)
U (M n—4k:n> - U(Yn—4kin)

Il

-1

Yin—akn

U (MYnlek:n) - U(Yn74k:n)

Yn—4k:n

— 1.

Auferdem gelten

P ..
- Y, 4k —> 00 fiir n — 00, wegen n — 4k — oo,

Ynfk:n P Yank:n
: 0,
Yn72k:n Yn74k:n

) Yo kn o Yokn Ynokn P A

L9 fiirn — o0, wegen Lemma 4.3,

Yn—4k:n Yn—2k:n Yn—4k:n

Zusammenfassend bekommen wir nun mit (4.5)

Yok
U (yn7_4kk:n n_4k:n) - U(Yn—4k:n) P 47 o 1 47 _ 27
a 1 - - 1 = = 277
v (%Ynfélk:n) B U(Ynfllk:n) 27 -1 27 —1

also insbesondere

£ 1 1o ank:n - Xn72k:n i) 1 log 27 —
n IOg 2 & anQk:n - an4k:n IOg 2 & 7’

womit die Konsistenz des Pickands-Schitzers gezeigt ist. [
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